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Resumen: Se presenta una revision del uso de la funcion de Lambert en aplicaciones de electrénica.
Primeramente se describe brevemente su definicion y se mencionan algunas de sus propiedades.
Seguidamente se ofrecen ejemplos de cémo aplicar esta funcién en la solucién de algunas ecuaciones
transcendentales que involucran exponenciales. Las aplicaciones de esta funcién a la electrénica se
ilustran mediante ejemplos relativos a la solucion de problemas de dispositivos bipolares de juntura,
modelado de celdas solares bajo iluminacion, y modelos de dispositivos MOSFET.
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APPLICATIONS OF LAMBERT’S
FUNCTION IN ELECTRONICS

Abstract: A revision of the use of Lambert’s function in electronics applications is presented. Firstly,
its definition is briefly described and some of its properties are mentioned. Next, examples are
worked out of how to apply this function to the solution of some transcendental equations which
contain exponentials. Applications of this function to electronics are illustrated through examples
dealing with the solution of problems such as bipolar junction devices, modelling of illuminated
solar cells, and MOSFET device modelling.

Keywords: Lambert Function/ Non Ideal Junctions/ Solar Cells/ Undoped MOSFETSs.

I. INTRODUCCION. se puede diferenciar e integrar analiticamente, lo que permite

estudiar la variabilidad del fenémeno.
Una gran variedad de problemas en la ciencia y la tecnologia _ _ S
estan descritos por ecuaciones transcendentales que requierenAmnqgue ciertamente las soluciones numéricas iterativas pued

sea de soluciones numéricas iterativas o bien de solucigmeseer soluciones tan exactas como se requiera, la solucidon

analiticas aproximadas. La posibilidad de obtener solucioa@slitica, por no presentar problemas de convergencia, produ
analiticas exactas de estas ecuaciones ofrece grandes vem&gakados exactos de manera computacionalmente eficiente.

desde varios puntos de vista. Una solucion analitica describeiglinar la necesidad de iteraciones numeéricas, la solucién analitica
comportamiento de la variable de forma general, a diferencigpdsibilita la evaluacion rapida de numerosos casos repetitivos,
los resultados numéricos que dependen de las condiciones iniclalegie es de fundamental importancia en situaciones de simulacion

La solucion analitica ayuda en el entendimiento intuitivo daicuital, donde un modelo se ha de utilizar miles, si no millones

problema, facilita la deduccién de su comportamiento cuandodesveces. Aln en los casos en que se decida utilizar iteracion

en

ce
Al

parametros del problema varian, y simplifica el estudio de fasnérica, las soluciones analiticas pueden ser Utiles para proveer

perturbaciones. También puede contribuir en la unificaciénwddores iniciales de las soluciones, facilitando asi los calculo
fenémenos diferentes, y hace que el fendmeno en si seaiteaativos complicados, dependientes del tiempo o
manejable y facil de entender. En general una solucion analitizdtidimensionales.
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Existe una clase de ecuaciones transcendentales, las del tipo
lineal exponencial, que son muy comunes en ciertos circuif¥sservando la Figura 1.b se puede ver que para valores del
electrénicos y en el modelado de dispositivos semiconductogggumento x<0 existen o bien dos 30|ucioﬁe§1(z x>0)0
La fugcmn de Ill_a_ltmbert (}{N) [1] permite tobtenerjolltjcllon una {<—-e1). Para valores reales de W los valores del
cerradas y explicitas a eslas ecuaciones transcendentales mento estan limitados a . W tiene dos ramas reales: la rama

En este trabajo se presentara una revision de la utilidad dgrigcipal y la rama negativa [27]. La rama principal W, esta
funcién de Lambert, empezando por una breve descripciéryédénida como:

sus propiedades, seguida de algunos ejemplos de soluciones a

ecuaciones transcendentales, asi como aplicaciones tipicas a “1<Wa <0.0< W + 3)
. . . D swo =0,0=sWy

problemas de electronica. Las aplicaciones de esta funcion a la

electrénica se ilustran mediante ejemplos relativos a la solucion _ i . _

de problemas de junturas no ideales con resistencias para¥itagama negativa W-1 esta definida como:

en serie y en shunt, caracteristicas corriente voltaje de dispositivos

fotovoltaicos bajo iluminacién, y modelos de dispositivos -1 VV_l 4)
MOSFET.

Una de las caracteristicas que hace atractivo el uso de expresiones
|. DESARROLLO basadas en la funcion de Lambert es que es analiticamente
1. La funcion de Lambert diferenciable e integrable. La primera y segunda derivadas estan

dadas por

La funcién de Lambert tiene sus origenes en el trabajo de J.

Lambert en el afio 1758. Mas tarde, en 1779, fue considerada ow(z)  W(z2) (5)
por Euler cuando estudio la ecuacion trascendental de Lambert. P -

Fue denominada “W” después del trabajo hecho por E. M. Wright z Z[VV(Z) + 1]

en 1959 [4]. Desde entonces ha venido siendo utilizada ’ )

esporadicamente en algunas aplicaciones, pero en afos recientes

la cantidad y diversidad de aplicaciones en las que se ha usado MWzﬁ =— W(zz) [W(Z) +32] ©)
esta funcion ha ido incrementandose considerablemente. Hasta Oz z [W(z) + 1]

la fecha se ha usado W en aplicaciones generales tales como
ciertos problemas de fisica [5], electromagnetismo [6], mecanica
estadistica clasica [7], movimiento de proyectiles [8], generacion
de ruido gausiano [9,10], solucién de exponenciales infinitos
[11], solucién de la ecuacion de Schrédinger [12], etc. En el area
de la electrénica se ha empleado W en resolver problemas de
diodos con resistencias en serie y en paralelo [13,14], circuitos
con transistores bipolares [15], celdas solares [16-18], modelado
del fendmeno de ruptura en 6xidos delgados [19], disefio de
consumo minimo en circuitos [20], y modelado de transistores
de efecto de campo metal-6xido-semiconductor (MOSFETS)
[21-26].

La funcion de Lambert es una funcién elementalmente implicita,
es decir, esta definida de forma implicita usando funciones
elementales. Formalmente W se define para cualquier z compleja
como una funcion (compleja y de valores multiples) que es la
solucién a la ecuacion trascendental quizas mas simple que exista,
la ecuacion lineal exponencial, representada por:

W(2)

W(2e =z M

En la Figura 1.a se muestra z como el producto de W(z) por el
exponencial de W(z) en funcion de W(z). Intercambiando los ejes
se obtiene la funcién de Lambert W(z) en funcién de z que se
muestra en la figura 1.b.

Para argumentos realegi.x) es real si = —¢!. Usando la
. ) - "
definicion de la fu}ncmn de Lambertx="(x)e"" se puede
decir que sk = y¢', entonced’ (x)=r, o lo que es lo Mismo, Figyra 1. (a) z =W exp(W) en funcion de W (linea continua),
mostrando también las funciones exp(W) y W (lineas

W(yey ): (2) guebradas), (b) W en funcion de z, mostrando la rama
y principal (linea continua) y la rama negativa (linea quebrada).
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Usar definicion de W en la parte izquierda:
La integral indefinida de la funcién de Lambert es

X
> ) W x/y)=x/y (14)
xW(x) +W(x)—1]
W(x)dz = +C D sotucion:
W( x) olucién: X
La funcion de Lambert se puede representar mediante expansiones y= (15)
en series [28]. Por ejemplo la serie alrededor de z=0 es: W()C)
00 n—1
Wo(z) = Z (—n? M=z-7 +EZ3 —§z4
125 5 54 6 16807 7 Ecuacion: X = 1N y) /Y (16)
+—z —Zz +——z —... - L
24 5 720 Rescribir la ecuacién (16):
. . o . _In(y)
Igualmente existen representaciones asintéticas de W. La asintota v —
para z grande es X = ln(y)e
. . Aplicar W a ambos lados:
= — © -1
Wi(z) = In(z) + 2nik — In(In(z) + 2mik) W x)= W In(y)e n(y) (18)

Existe disponible software numérico libre bien comprobaddsar definicién de W en la parte derecha:

con precisién numérica arbitraria, para las dos ramas reales de - In@)

W. Por ejemplo, el Algoritmo 443 publicado en 1973 [29]. M&s - =-

recientemente, en 1995, se publicé también el Algoritmo 743 W( In(y)e ) In(y) (19)
de la base de datos TOMS de la libreria publica Netlib ( softwade|ucion:

escrito en FORTRAN, computa ambas ramas reales de W con ~W(~x)

la precisién disponible en la plataforma utilizada [31]. También =e (20)
existen aproximaciones eficientes [32]. Varios paquetes Y

matematicos simbolicos tales como: Maple®, Macsyma® y

Mathematica® contienen rutinas optimizadas para el calcul&jmplo 3

manipulacién de la funciéon de Lambert, incluyendo su integractouacion:

y diferenciacion. En el paquete Mathematica®. la funcion de x =In (y) + y (21)
Lambert se denomina con el nombre de funcién “ProdutLog”.

Varias aproximaciones incorporan esquemas iterativos pRescribir la ecuacion (21):

computar W con una precision predefinida y usan aproximaciones

a tramos para generar suposiciones iniciales [33]. ex — yey 22)
2. Ejemplos de soluciones usando W Aplicar a W a ambos lados:

X
A continuacion se presentaran algunos ejemplos que ilustran el W(e ): W(yey) (23)

procedimiento para resolver ecuaciones que contienen productos
y cocientes de variables y sus exponenciales o logaritmos. No
pretende esto ser una descripcion exhaustiva de todos los ddsasdefinicion de W en la parte izquierda:

en los que es posible usar W, sino que la intencién es indicar la Y
mecanica general del procedimiento a seguir. W(Ve ): Y (24)
Solucion: ( x)
Ejemplo 1 yv=W(e (25)
Ecuacion: X=y ll’l(y) | (10)
La funcion de Wright
Rescribir la ecuacion (15) tomado exponenciales: Se define como funcion de Wright [4,34] la solucion a la ecuacion
(21), que se representa como
ex/y =y (11) Yy =m(x) (26)
donde ¢ (omega) es la funcion de Wright. Comparando las
Multiplicar por x: X ecuaciones (25) y (26) se puede establecer la equivalencia entre
e O/x/y —x (12) la funcion de Wright y la funcion de Lambert:
by
— 27
Aplicar W a ambos lados: o(x)=W(e) @)
WEeYx/y)=W(x) (13)
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Ejemplo 4 Rescribir la ecuacioén (41):
Ecuacion: xX=v+ ey (28) -y 42
Y —ye = —1/ x (42)
Primer procedimiento: Aplicar W a ambos lados:
Rescribir la ecuacion (28): -y
(29) Weye )=W(-1/x) (43)
ex — eyegy (29) Usar definicion de W en la par_ti izquierda:
— 44
| W ye )=-y 49
Aplicar W a ambos lados: y
Vv e Solucion:
W)= W[e e ) (30)
— 45
y=-W(=1)x) (45)
Usar definicién de W en la parte izquierda: La funcion “glog™
(31) La funcién glog [35] es la solucién a la ecuacion (41) que se
w eyeey — o representa como
y = glog(x) (46)
Solucién: X Comparando las ecuaciones (60) y (61) se puede establecer la
y= ln(W(e )) (32) equivalencia entre la funcion de glog y la funcion de Lambert:
glog(x)=-W(-1/x) (7)
Segundo procedimiento:
Rescribir la ecuacion (28):
X X - W(x)=—glog(-1/x) (48)
X y =€ € Ejemplo 6
Reagrupar: Ecuacion: 2y
(x-y) x 24 x=ye (49)
(x—p)e " =e 2
Tomar la raiz cuadrada:
Aplicar W a ambos lados: v/2
— 50
G- )=me® @) e =
Dividir entre 2:
Usar definicion de W en la parte derecha: y ey/2 . Jx (51)
(x—) 2 2
Wx—yle )=@x-y) @
Aplicar a W a ambos lados:
Solucién:
X 2
y=x—W(e) (37) W(y ¢ j | e olx (52)
2 2
Identidad:
Igualando las dos soluciones del ejemplo 5 se obtiene: Usar definicion de W en la parte izquierda:
X X
— (38) b
InWe )=x-W ) W ;ey/ _ % (53)
Lo que también se puede expresar en términos de la funcion de
Wrigt: Solucién:
In(@(x))=x—o(x)
39 [x
) y=2W) (54)

2
Por tanto, en general se cumple la identidad: _ _
_ _ 40) Otras ecuaciones tales como, , , etc., pueden resolverse también
h’l(W(X)) - ln(x) W(x) (40) usando la funcion de Lambert.
Ejemplo 5
Ecuacién: 3. Aplicaciones

N 4
X=e y (41) Se presentaran ahora varias aplicaciones tipicas de la funcion
de Lambert en la solucién de diversos problemas de electronica.
Aunqgue no se cubriran todas las posibilidades, se mostraran
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algunas que demuestran la solucion explicita de circuitos tipicos
gue comunmente tienen que resolverse mediante aproximaciones
0 expresiones aproximadas, mientras que otras aplicaciones que
se describen pertenecen al ambito del modelado de dispositivos
electrénicos.

3.1 Ruptura irreversible en éxidos de compuerta ultra
delgados

La continua miniaturizacion de los dispositivos MOS (Metal

Oxido Semiconductor) implica una disminucién del margen de

confiabilidad de la capacidad aislante de los 6xidos de la

compuerta que los componen. Ante la posibilidad de que ocurra

ruptura eléctrica en 6xidos muy delgados, se plantea la necesidad

de modelar la corriente que atraviesa el 6xido después de su

ruptura irreversible. Una representacion compacta de esa corriente

post ruptura, que es adecuada para la simulacion en circuitBgura 2. Modelo circuital genérico de una juntura no ideal
viene dada por el siguiente modelo [19]: incluyendo las resistencias en serie y las conductancias en

(55) paralelo parasitas.
1 ]O {exp [OL (V IR BD)] 1} La ecuacion de la corriente que correspondiente a esta
configuracion es:
donde lo, * y Rpg SON parametros que caracterizan el fenémeno
de ruptura irreversible en una primera aproximacion. Esta
ecuacion equivale a una juntura PN con una resistencia en serie. V({I+RsGr2)-1R,

Rescribiendo la ecuacién anterior, =Jo| €xXp -1] (60)
nvy,

+ (V=1IRs)Gp+V Gr2(I+RsGp1)

IoRpp + IoaRBD = O(‘RBDI() exp(oc V)exp(— alRBD)

(56)
Multiplicando ambos lados parxp (/R ) y agrupando los donde lo, es la corriente de saturacion inversa del diodo, n es el
términos: factor de idealidad que caracteriza la calidad de la juntura, Vi
es el voltaje térmico =kT/q, k la constante de Boltzmann, T |a
([ + ]0 )OL Rpp eXp [OL (I + ]0 )RBD ] temperatura absoluta, y g la carga electronica. Nétese que esta

(57)  ecuacién no tiene la forma de una funcién explicita de una
= aRBD I exp (OL V )exp (OLI RBD ) variable en funcién de la otra y la Gnica manera de resolverla
0 0 exactamente es mediante iteracion numérica. Sin embargo,
utilizando la funcién de Lambert es posible hallar soluciones
Si ahora se aplica W a ambos lados y se usa la definicién dexplicitas de esta ecuacion. Siguiendo un procedimiento similar
en la parte izquierda de la ecuacion, se tiene que al del ejemplo anterior, la solucion de la corriente en funcion
del voltaje resulta ser [13]:

OLRBD(I + IO) = W{OdoRBD eXp[(l (V + ]ORBD)]} (58)

_ vy, loRs V' +1LhRg)
Resolviendo resulta la corriente de post ruptura a través del = Rg nv,,(1+ Rs Gpl)eXp nv,(1+Rg Gry)
oxido:

1 V Gp— 1
I= Wil R, explo(V + 1R -1y (59) 1
OCRBD { ofsp Xp[ ( 0 BD)]} 0 (1+RS GP1J+ V Gp (61)

3.2 Juntura no ideal _ _ _ _ _
También es posible resolver el voltaje en funcion de la corriente:

El caso anterior representa el ejemplo mas sencillo de una
juntura no ideal. Sin embargo, en muchos casos ese modelo [+Lo R
resulta ser insuficiente para caracterizar una juntura real. En la I d> 12
Figura 2 se presenta un modelo circuital genérico de una juntura ¥ =—nv,, d, W4 —2"12 expl >~ |} (62)
no ideal, incluyendo sus elementos parasitos mas comunes: una nv,, d, nvy,

conductancia en paralelo que representa la fuga a través de la
juntura propiamente dicha (Gp1), una resistencia en serie que da

cuenta de la caida de potencial desde la juntura hasta los contactos
(Rs), y una segunda conductancia en paralelo que representa la
posibilidad de fuga en la periferia del dispositivo (Gyz).

Idy[Rg+Rp]l+ Iy R,

donde:

dl = 1/(1+RS GPl) (63)







